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二項モデルおよび三項モデルでのPredictable Forward
Peformance Processesに関する研究






In this study, we suggest the possibility of extension of predictable forward peformance processes
(PFPP). PFPP are a new class of discrete-time forward peformance processes recently introduced
in Angoshtari et al. (2020) [1]. In this framework, utility function and optimal investment strate-
gies are sequentially updated forward in time under the guidance of the martingale optimality
principle. We analyze differences of expected utility between classical portfolio selection using
Dynamic programming (DP) and PFPP. We first compare expected utilities by PFPP and DP
through numerical experiments under the binomial model which is introduced in [1]. Next we
consider the case that the future risk-aversion is determined by current wealth and risk-aversion.
Finally numerical results related to them are provided.
Key Words : Portfolio selection, forward peformance processes, predictability, dynamic programming,
discrete-time, binomial model, trinomial model
1. 序論
Angoshtari et al. (2020) [1]では,新しいフォワードパフォー
マンス過程として可予測フォワードパフォーマンス過程 (Pre-
dictable forward performance processes, PFPP)を導入し,数理
ファイナンスにおける多期間最適投資戦略を与えている．従
来の動的計画法 (Dynamic programming, DP)の多期間最適投
資戦略では,時刻 0の時点で満期までのすべての市場の在り
方を決め，その設定の下で最適投資戦略 π∗(·)と,時刻 0時点










を背景として, Musiela and Zariphopoulou (2006 [3], 2009 [5],
2010 [6] [7], 2011 [8])でフォワードパフォーマンス基準が提
唱され,以後広く研究されている.フォワードパフォーマンス
基準のもとでは時間に応じて動的に変化する効用関数が用い
られる. Musiela and Zariphopoulou (2003) [2]によると動的効
用は,投資家は与えられた情報に基づき投資決定をし,市場の
状態と投資家の効用は独立しているという仮定のもとで考え





























(i) 関数 U : R+ → Rが効用関数とは, U ∈ C2(R+)で






(ii) 効用関数全体の集合をU とする. このとき任意




U : R+ ×Ω→ R
∣∣∣ U(x, ·)は各 x ∈ R+ に対して









の場合で議論を進める. 確率変数 Rn, n ∈ N (ただし,
N = N0 \ {0}とする)を期間 [tn−1, tn)での株の収益率と
し,次で与える上昇率 un,下落率 dn:
0 < dn < 1 < un, P − a.s.
を持つ.ただし収益率 Rn は Fn-可測で, un, dn は Fn−1-
可測である.条件付き確率 pnは 0 < pn < 1で，Fn−1-可
測であり
pn = P [Rn = un|Fn−1] = 1 − P [Rn = dn|Fn−1]
で与えられる.
投資家は self-financing戦略のもとで株と安全資産を
取引するとし,時刻 t0 = 0での富は X0 = x > 0で各時
刻 tn, n = 1, 2, · · · でポートフォリオの組み換えをでき
るものとする.各期 [tn−1, tn)の始め tn−1に市場パラメー
タ (un)n∈N , (dn)n∈N , (pn)n∈N は可予測であり,これらか
ら定まるリスク資産への投資比率 π = (πn)n∈Nもまた可
予測過程である.ここで富過程を Xπ = (Xn)n∈N0 とした
とき,次の時刻の富は初期の富 X0 = xを持ち n ∈ N0に
対して
Xn+1 = Xn + πn+1(Rn+1 − 1),
で表される. 投資家は各期間で株を売却することはで
きるが,富が負にならないようにするため戦略 πn+1 は











が不等式 (1)を P-a.s.で満たすとき投資戦略 πは許容
可能な投資戦略となる.また,戦略 πが許容可能な戦略
であるときそれを用いて生成される富過程 Xを許容可
能な富過程とする. このとき, X(n, x)を時刻 nでの富
過程 Xn = xから始めたときの許容可能な富過程の集合
とし,期間 [tn, tn+1)での 1期間での許容可能な投資戦
略 πn+1 の集合は現在時刻での富を xと表すと,
An, n+1(x) =
{

















離散時間 0 = t0 < t1 < · · · < tn < · · · とし, Xn =
Xtn , Fn = Ftn (n = 0, 1, · · · )とする．
定義 3 ([1]の Definition 1)
各時刻の確率的な関数の集合 {U0,U1,U2 · · · }が {Ft}
に関して可予測フォワードパフォーマンス過程 (PFPP)
であるとは次の 3つの条件を満たすことである．
(i) U0 は確定的な効用関数で，n ≥ 1に対して Un ∈
U (Fn−1)を満たす.
(ii) 任意の初期資産 x > 0と（許容可能な）富過程
X = {Xn}∞n=0 ∈ X(0, x)が,
Un−1 (Xn−1) ≥ EP [Un (Xn)|Fn−1]
を満たす．

















定義 3の (ii), (iii)はBellmanの最適性原理より,フィ
ルトレーション Fn に関して可予測パフォーマンス過
程 Un(Xn)をとるとき, 優マルチンゲールであり, 最適
な可予測パフォーマンス過程 Un(X∗n) をとるときマル
チンゲールになる. Bellmanの最適性原理では時間の
一貫性が重要であり, PFPPでは定義 3の (ii), (iii)によ
りこれが保たれている. したがって, PFPPでは時間の
一貫性より内因的であるという本質を持つという点で,




るには期間 [tn−1, tn)において任意の x > 0に対して次
の 1期間最適化問題：
Un−1(x) = ess sup
Xn∈An−1,n(x)





I = {I ∈ C1(R+) : I′ < 0, lim
y→∞
I(y) = 0, lim
y→0+
I(y) = ∞} (3)





定理 4 ([1]の Theorem 4)
効用関数 U0,U1 ∈ U が 1期間最適化問題 (2)を満
たす時，逆限界効用関数 I0, I1 は次の関数方程式を満
たす．
I1(ay) + bI1(y) = (1 + b)I0(cy); y > 0. (4)




1−q , b =
1−q
q , c =
1−p
1−q .
次に上で求まる I1からU1を求める. U1は x > 0, c >
0に対して





) I−11 (ξ) dξ
 (5)



























補題 5 ([1]の Lemma 1)
I0 は 与 え ら れ て い る と す る. こ の と き,
lim
y→0+




y− loga bI(y) = 0を満たす関数方程式 (4)の解がせい
ぜい 1つ存在する.
定理 6 ([1]の Theorem 9)
I0が関数方程式 (4)の逆限界効用関数,つまり, (3)で
定義されている Iを用いて I0 ∈ Iであるとする. y > 0
に対して次の関数を定義する:
Φ0(y) = I0(acy) − bI0(cy), Ψ0(y) = y− loga bI0(cy). (6)
このとき,次が成り立つ.
(i) Φ0 が単調増加で, a > 1かつ lim
y→∞
Ψ0(y) = 0また
は a < 1かつ lim
y→0+







(−1)mb−mI0(amcy), y > 0.
で与えられる.
(ii) Φ0 が単調減少で, a > 1かつ lim
y→0+
Ψ0(y) = 0また




I1(y) = (1 + b)
∞∑
m=0
(−1)mb−mI0(a−(m+1)cy), y > 0.
(iii) (i), (ii)において, I1 が一意性の条件,補題 5を満
たし, I1 ∈ Iであるので I1 は逆限界効用の条件を
満たす.




















θ x > 0. (7)
ただし，1 , θ > 0, θ , − loga b, a, b, c > 0．また，安
全資産の金利は 0とし，i期の上昇率を ui，下落率を di
とし，Fi−1 可測で独立同分布な確率変数とする. この




与えられることが [1]の Corollary 9で示されている．
関数方程式 (4)の解 I1 は, δ(θ, u, d, p) := 1+bcθ0 (a−θ+b) とす
ると,
I1(y) = δ(θ, u, d, p)y−θ, y > 0





δi(θ, u, d, p)
1
θ , x > 0.
またこのときの最適投資比率は，
π∗i,F =
































とし, フィルトレーションとして, Zn から生成される
フィルトレーション F Zn に適合する. 各時刻での上昇
率・下落率が i.i.d.である確率変数に従うと仮定し,マ
ルコフ制御を用いて次のような DPを考える.
Vn(x, u, d) = sup
πn+1
[

























































各時刻で独立同分布な分布に従う上昇率 ui, 下落率 di
を想定するとし, uiは平均 µ,分散σ2を持つ対数正規分
布，di は区間 [0, 1]で c ∈ (0, 1)をピークにもつ三角分
布に従う確率変数であるとする.また，確率変数 µi を
µi =
ui, p ∈ (0, 1),di, 1 − p,











(a) 負の効用の場合 (θ = 0.8),最小値：0.71
(b) 正の効用の場合 (θ = 1.2),最大値：1.43
図 1 DPの分布を見誤ることによる期待効用の変化
1の x軸, y軸はそれぞれ投資家の想定する上昇率・下









効用 (θ = 1.2)の場合で見ると,真の分布のパラメータ
を正しく予想できると,期待効用に差はでないが,現在






効用を想定しまう.また図 1(a)の負の効用 (θ = 0.8)の
場合でも同様の解釈ができる.
次にDPと PFPPでの期待効用の比を見る. 図 2で先
(a) 負の効用の場合 (θ = 0.8),最大値：0.58
(b) 正の効用の場合 (θ = 1.2),最小値：1.78
図 2 DPと PFPPの期待効用の比較
ほどと同様に図 2(b)の正の効用 (θ = 1.2)の場合で見る
と, その比は 1より大きく, DPは期待効用を低く見積
もってしまった場合であっても PFPPの効用よりも高
い期待効用を得ることができることがわかる.図 2(a),
負の効用 (θ = 0.8)の場合では比が 1を下回っているが,
負の効用であるため DPの方が高い期待効用を得てい








これまでは, [1]を参考に関係式 (4)を解く際に時刻 0
において次の時刻の逆限界効用関数 I1をべき効用の形
を保ち, I0(y) = δθI1(y)であると仮定することで F0−可
測であるような δを用いて最適投資戦略 π∗や次の時刻
の効用関数 U1 が得られたが,ここでは [1]の Theorem






の関係について表し, x軸で現在の富 xを, y軸で現在










ず, [1]の Theorem 4の形での PFPPと今回の次の時刻
のリスク回避度が現在の富とリスク回避度によって変
化する形での PFPPでの期待効用の比較を行う.図 4の








次にDPとの比較を行う.ただし, uiに区間 [1.01, 1.02]
で cu ∈ (1.011, 1.019)をピークにもつ三角分布に従う
確率変数, diは区間 [0.98, 0.99]で cd ∈ (0.981, 0.998)を
ピークにもつ三角分布に従う確率変数とする. 図 5で
DPとの期待効用の比較を行う. x軸で上昇率の三角分






(a) 上昇率・下落率が等しい場合 (u = 1.2, d = 0.8, p = 0.5)
(b) 上昇率が大きい場合 (u = 1.5, d = 0.9, p = 0.5)
(c) 下落率が大きい場合 (u = 1.1, d = 0.5, p = 0.5)
図 3二項モデルでのリスク回避度と富の関係
図 4 [1]の Theorem 4の形との比較 (p = 0.5, θ = 1.2)
図 5 DPとの比較 (p = 0.5, θ = 1.2)
(2) 三項モデル









ui, pu ∈ (0, 1)
mi, pm
di, pd ∈ (0, 1),























1 − d I1
(












































で与えられる.図 6でm = 1を仮定した場合の三項モデ
ルで上昇率 u = 1.2,下落率 d = 0.8で pu = pm = pd = 13
の場合の富とリスク回避度の関係について表し, x軸で












注意 8 図 6(b)の上昇率が大きい場合では θ < 0となる
箇所があるが,現在考えている効用関数 (7)では θ > 0






















(a) 上昇率・下落率が等しい場合 (u = 1.2, d = 0.8, pu = pm = pd = 13 )
(b) 上昇率が大きい場合 (u = 1.5, d = 0.9, pu = pm = pd = 13 )
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